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� PROBLEMA 1

In un piano, riferito ad un sistema di assi cartesiani ortogonali (Oxy), è assegnata la curva K di equazione:

(1) y��
2x

2

(6

�

�

x

x)
� .

a) Disegnarne l’andamento, indicando con A il suo punto di massimo relativo.

b) Calcolare quanti punti, aventi le coordinate del tipo ��
a

2
� , �

b

2
��, dove a, b sono numeri interi, apparten-

gono alla regione piana (contorno compreso) delimitata dall’asse x e dalla curva K.
c) Fra i triangoli isosceli aventi il vertice propriamente detto in A e la base sull’asse x, determinare quello il

cui perimetro è 16.
d) Calcolare le aree delle due regioni in cui la curva K divide il triangolo trovato sopra.
e) Spiegare perché la funzione (1) non è invertibile nel suo dominio. Se si restringe convenientemente

questo dominio si ottiene una funzione invertibile? Qual è in tal caso la funzione inversa?

� PROBLEMA 2

Nel Liceo Scientifico «Torricelli» vi sono 4 classi quinte, i cui alunni sono distribuiti per sezione e per sesso
in base alla seguente tabella:

a) Rappresentare graficamente la situazione per mezzo di un istogramma.
b) Calcolare le distribuzioni marginali degli studenti per sezione e per sesso.
c) Calcolare la probabilità che, scelta a caso una coppia di studenti della 5a A, questa sia formata da alunni

di sesso:

1) maschile 2) femminile 3) differente.

Quanto vale la somma delle tre probabilità trovate?.
d) Calcolare la probabilità che, scelti a caso una classe e, in essa, una coppia di studenti, questa sia forma-

ta da alunni di sesso differente.
e) Scelto a caso un alunno di quinta del Liceo in questione e constatato che si tratta di uno studente di

sesso maschile, calcolare la probabilità che esso provenga dalla 5a D.

Il candidato risolva uno dei due problemi e 5 dei 10 quesiti in cui si articola il questionario.
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� PROBLEMA 1

a) Il campo di esistenza della funzione f (x)��
2x

2

(6

�

�

x

x)
� è l’intervallo ]��, �2[�]�2,��[ e si ottiene im-

ponendo che il denominatore di f non sia nullo. Lo schema di figura 1 mostra il segno di f : la funzione
si annulla in x�0 e in x�6, è positiva per x��2 e per 0�x�6, negativa per �2�x�0 e per x�6.

Calcoliamo i limiti. Si ha:

lim
x���

f���, lim
x���

f���,

lim
x��2�

f���, lim
x��2�

f���.

Quindi la retta x��2 è asintoto verticale. Cerchiamo eventuali asintoti obliqui di equazione y�my�q,

con m� lim
x���

�
f (

x

x)
� e q� lim

x���
[ f (x)�mx ]. Si ha:

m� lim
x���

�
2(

2

6

�

�

x

x)
���2

q� lim
x�����2x

2

(6

�

�

x

x)
��2x�� lim

x���
�
2

1

�

6x

x
��16.

La retta y��2x�16 è asintoto obliquo di f.

La derivata prima

f �(x)� �

ha campo di esistenza uguale a quello di f e si annulla per x��6 e x�2.

Essendo il denominatore sempre positivo, il segno di f � è concorde con il segno del numeratore. Si ha:

per �6�x�2, f �(x)�0 e la funzione f è crescente;
per x��6 e x�2, f �(x)�0 la funzione f è decrescente. 

�2(x 2 �4x�12)
��

(2�x)2

(12�4x)(2�x)�12x�2x 2

���
(2�x)2
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Il segno � conferma la non invertibilità della funzione f sul suo campo di esistenza. Affinché la radice
sia definita deve essere y 2 �40y�144�0 che è soddisfatta per y � ]��,�4 ] � [36,�� [; abbiamo così
ritrovato il codominio di f.

La parte dell’espressione di x che non dipende dal 

segno del radicale è x�3� �
1

4
� y che, come si osser-

va in figura 4, è l’equazione della retta che passa dai
punti di massimo e minimo relativi di f .

Quindi x�3� �
1

4
� y� �

1

4
� �y�2 �� 4�0y� �� 1�44� rappre-

senta la parte di grafico della curva K situata a sini-

stra della retta x�3� �
1

4
� y, mentre

x � 3 � �
1

4
� y � �

1

4
� �y�2 �� 4�0y� �� 1�44� rappresenta la

parte di grafico della curva K situata a destra della

retta x�3� �
1

4
� y.

Allora, ad esempio, la funzione

g � ]��,�4 ] � [ 36,��[ � ]��,�6 ] � ]�2,�2]

tale che g (y)�3� �
1

4
� y� �

1

4
� �y�2 �� 4�0y� �� 1�44� è l’inversa della funzione (1) ristretta al dominio D1. Pro-

cedendo in modo analogo si possono costruire altre funzioni inverse della funzione data (1). 

� PROBLEMA 2

a) In figura 5 è riportato l’istogramma che rappresenta la
suddivisione degli alunni per sesso in ciascuna delle
quattro classi quinte considerate.

b) Nell’insieme S degli studenti delle classi quinte del L. S.
«Torricelli» consideriamo le due variabili casuali del pro-
blema:

– sesso (X ), i cui valori sono M ed F;
– sezione (Y ), i cui valori sono A, B, C, D.

Rappresentiamo le corrispondenti distribuzioni di probabilità:

Compiliamo la tabella a doppia entrata delle probabilità congiunte, ossia le probabilità delle coppie or-
dinate (sesso, sezione) dei possibili valori delle due variabili. Per calcolare la probabilità che uno studen-
te abbia un dato sesso e frequenti una data sezione possiamo utilizzare una delle seguenti formule:

( prob. di app. a una sez. data)� ;

( prob. di app. a un sesso dato)� .
num. stud. di quel sesso iscritti ad una sez. data
�����

num. tot. degli stud. di quel sesso

num. stud. della sez. aventi un dato sesso
�����

num. stud. della sez.

x

y

–6
2

36

4 A

K

x=3––y––  y2–40y+1441
4

1
4

x=3––y1
4

x=3––y+–  y2–40y+1441
4

1
4

x=3––y––  y2–40y+1441
4

1
4

x=3––y+–  y2–40y+1441
4

1
4

� Figura 4.
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Le distribuzioni marginali degli studenti per sezione e per sesso sono date rispettivamente dalle somme
per colonne e dalle somme per righe. Dalla tabella possiamo constatare che:

– le probabilità marginali delle due variabili coincidono con le probabilità delle singole variabili ma
– le probabilità congiunte non sono uguali al prodotto delle probabilità marginali.

Per quest’ultima ragione le due variabili sono dipendenti.

c) Per calcolare la probabilità di ciascun tipo di coppia di eventi, si
utilizza il teorema della probabilità composta tenendo conto che i
due eventi che formano l’evento composto sono stocasticamente
dipendenti. Il procedimento adottato è schematizzato dal diagram-
ma ad albero riportato in figura 6, in cui M ed F sono gli eventi
«L’alunno è maschio», «L’alunno è femmina» rispettivamente.
La probabilità che, in 5a A, il primo studente scelto sia un maschio

è �
1

2

2

8
� , mentre la probabilità che anche il secondo lo sia è �

1

2

1

7
� .

Quindi P (M � M ) � �
1

2

2

8
� � �

1

2

1

7
� � �

1

6

1

3
� . Analogamente la probabilità

di scegliere una coppia di studenti di sesso femminile è P (F � F ) � �
1

2

6

8
� � �

1

2

5

7
� � �

2

6

0

3
� . La probabilità di 

scegliere una coppia di studenti di sesso differente è la somma logica di due eventi incompatibili, quin-

di: P ((M � F ) � (F � M )) � �
1

6

6

3
� � �

1

6

6

3
� � �

3

6

2

3
� . Le probabilità richieste dal quesito sono �

1

6

1

3
� , �

2

6

0

3
� e �

3

6

2

3
�

rispettivamente. La somma delle 3 probabilità trovate è 1.

d) La probabilità E che la coppia scelta sia formata da un maschio e una femmina è la somma logica di
quattro eventi composti a due a due incompatibili, infatti:

P (E ) � P (E � A ) � P (E � B ) � P (E � C ) � P (E � D );

quindi:

P (E ) � P (A ) � P (E�A) � P (B ) � P (E�B ) � P (C ) � P (E�C ) � P (D ) � P (E�D )

e P (A ) � P (B ) � P (C ) � P (D ) � �
1

4
� .

Sappiamo dal punto c) che P (E�A ) � �
3

6

2

3
� . Con un procedimento analogo a quello utilizzato nel punto

c) otteniamo:

P (E�B ) � �
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2
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Infine per il calcolo di P (E ) utilizziamo il diagramma ad albero
di figura 7.

Pertanto P (E )� ��
1

7

5

2

1

7

2
�� 0,48

e) I maschi sono in tutto 43 e di questi 8 frequentano la 5a D. La
probabilità che uno studente maschio scelto fra le classi quinte

provenga dalla 5a D è pari a �
4

8

3
� .

� QUESTIONARIO

La funzione senx è limitata (�1� sen x�1) quindi i contributi di 2 sen x al numeratore e di 3 sen x al de-

nominatore sono trascurabili per x���. Per ogni x positivo possiamo scrivere: � �
x

1
� ��

se

x

n x
�� �

x

1
� , e 

siccome lim
x����� �

x

1
���0, per il teorema del confronto anche lim

x���
�
se

x

n x
��0.

Quindi:

lim
x���

�
3

2

x

x

�

�

2

3

s

s

e

e

n

n

x

x
�� lim

x���
� lim

x���
� �

3

2
� .

La risposta esatta è la B).

L’espressione �
n

k�5
k rappresenta la somma di (n�5)�1�n�4 termini consecutivi della progressione arit-

metica di ragione 1: an �an�1 �1, con a0 �0. Quindi la somma �
n

k�5
k si può esprimere come la media arit-

metica del primo e ultimo termine moltiplicata per il numero dei termini:

�
n

k�5
k��

a5 �

2

an
� (n�4)��

5�

2

n
� (n�4)� �

1

2
� (n 2 �n�20).

Imponendo la condizione �
1

2
� (n 2 � n � 20) � 10 000, si ottiene la disequazione di secondo grado

n 2 �n�20 020�0 che in R è verificata per �
�1��

2

80� 0�81�
��n��

�1��
2

80� 0�81�
� . Poiché n è un 

numero naturale e �
�1��

2

80� 0�81�
�� 140,993, si conclude che il più grande valore di n che soddisfa il

quesito è n�140.

Infatti �
140

k�5
k�9860 e �

141

k�5
k�10 001.

Dal testo del quesito si deduce che F è derivabile almeno 2 volte nel punto a. Essendo F �(a)�0 si ha che

lim
x�a
�
F �(x

x

)�

�

F

a

�(a)
��F �(a)�0 e quindi, per il teorema della permanenza del segno, esiste un intorno I di

a tale che, per ogni x � I il rapporto incrementale �
F �(x

x

)�

�

F

a

�(a)
� è negativo, cioè numeratore e denomina-

tore hanno segno discorde, e quindi si verifica: x�a�F �(x)�F �(a) e x�a�F �(x)�F �(a). Essendo per
ipotesi F �(a)�0, si ha che per ogni x � I, x�a�F �(x)�0 e x�a�F �(x)�0, ma, poiché F è continua
e derivabile in a, questa è una condizione sufficiente affinché a sia punto di massimo relativo.
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�
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